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< Kilka wzoréw - duzo czasu zaoszczgdzonego’ @ | 4

Gl SRRl T TN RS Sl
KWADRAT SUMY ¢ b @y e
Kwadrat sumy dwéch wyrazeri to suma kwadratéw tych . i
wyrazen powigkszona o podwojony iloczyn tych wyrazen. a a ab i ( X + 3)2 =
' e A B | - P 20343
| (a +b)? = a? + 2ab + b? bi ab | b Brseteatg

®/

@ KWADRAT ROZNICY i e

i Kwadrat réznicy dwdch wyrazer to suma kwadratéw tych 2 PRZYKEAD: ;
wyrazer pomniejszona o podwojony iloczyn tych wyraze. a (e -ab i(2x = 5)2 = |
i BN R 87 -0 bl
2 2 2t —al !
(a-b)" =a’-2ab+b* | | =42-200+25 o
@ SUMA SZESCIANOW .
Suma szescianéw dwéch wyrazen to iloczyn ich sumy PRZYKLAD:

oraz sumy kwadratéw tych wyrazer pomniejszonej x3 3.8 = X3 + 23 =

= (x +2)(x*- 2x + 2%)
= (x+2)(x*-2x + 4) (W}

o ich iloczyn.

@’ +b° = (a+b)(a® - ab +b?)

@ RZNICA SZESCIANGW . TemNee
Réznica szescianéw dwdch wyrazen to iloczyn ich réznicy 3 3 3
oraz sumy kwadratéw tych wyrazer powigkszonej a ¥ =2]=x-3"=
.oidl iloczyn. = (X o 3)(x2 +3x + 32)

esibd ol a2 Nab 252

RGZNICA KWADRATOW PRIYKEAD:

Réznica kwadratéw dwdch wyrazeri to iloczyn ich sumy i
2= 16= b2

=(x-4)(x +4) QQ

=(x—3)(x2+3x+9)®

oraz réznicy.

¢ KIEDY STOSOWAC? ° " SIYBKA CHECKLISTA A7 pAMETAN

9 Gdy widzisz sume lub réznice w nawiasie podniesiong & Czy rozpoznaje odpowiedni wzér? Znajomos¢ wzoréw

ﬁ
do kwadratu - uzyj wzoréw 1 lub 2. [ skrdconego mnozenia
|

i i i b?
w Gdy masz sumg lub réznice szescianéw — o Czy poprawnie podpisatem a i b’ oszczedza czas

uzyj wzordw 3 lub 4. \ s ~ Czy znaki sq poprawne? i pomaga unikaé btedow!

N
.
@ Gd.y o= rozmcc kwadratéw ~ = @ = [ Czy moge cof jeszcze uproscic? Q) e
uzyj wzoru 5. -

Cwicz regularnie - to sie optaca! @
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{

> SZYBKA POWTORKA QZ;B %¢@
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" @ onG RYIMETYCNY @) CIAG GEOMETRYCZNY

wyniki jutre!

wzér na n-ty wyraz gdzie: wzér na n-ty wyraz [ gdzie:
| @, - pierwszy wyraz |

a; — pierwszy wyraz
I e r - réinica Y y n—1 | q - iloraz
an = a4 it (n 1)r | n - numer wyrazu ‘ G =54 : 1 Snuier wyrasy
(n=1) { ) (n=1, q#0)
CO TO ZNACZY? PRZYKEAD: CO TO ZNACZY? PRZYKLAD:
kaidy kolgjny wyraz réénisie 2 58 11, 14, ... kazdy kolejny wyraz 2. 4 8, 16, 32, ...
lic: ‘dodajem 2
o statq liczbe 1 (dodajemy r) NN mnozyr‘m_’ przez te N AN AN A
r=3 samq liczbe q qg=2
+3  +3 43 +3 X2  x2  x2 x2

WI0R NA’SUME PIERWSZYCH n PRZYKLAD: WZOR NA SUME PIERWSZYCH n PRZYKLAD:

n WYRAZOW e gllar =t n(mmzo: . iy =05 = =
e T = a g

(a1+an).n as=2+(5-1)-3=14 S i =2
Sh= Ty s _@+19):5 165, ST e

_——— i 2 2 =2 —1_132=2-31=62

JAK ZNALEZC ROZNICE r? PRIYKEAD: PRZYKEAD:
r=ap4 — Ay 255, 8 W4, .. q= M 2. 4,8 16, ...
(pamietaj, ze 7 jest state!) r=5-=2=3 an qg= i =2
(pamietaj, ze q jest state!) 2
3 JAK ROZPOZNAC, Z JAKIM CIAGIEM MAMY DO CZYNIENIA?

Jjesli DODAJESZ te samaq liczbe ” \\ !, jesli MNOZYSZ przez te samq liczbe . 7
174 7 0, 135 ‘ ciag ’@~ 3, 6, 12 24, 48, ... ciag [
et e AN T2 1 arytmetyczny \ AN 2N N =2 geometryczny |

+3 +3 +3 43 . ~ x2 x2 X2, %2 b =

4 NAJCZESCIEJ SPOTYKANE ZADANIA PRZYKLAD - ciqg arytmetyczny

znajdz n-ty wyraz ciggu
) N WY 9

PRZYKEAD - ciag geometryczny

ay =5 r=-2 a =3 g=-2
@ 2znajdz sumg n pierwszych wyrazéw

5
= —1)(-2)=5-10=— ag=3-(=2) =3-(-32) = -9
@ 2znajd réinice r lub iloraz q ag oG (GRh =010 2 6 &2) ( )

fo— 6

@ znajd# brakujacy wyraz ‘%/ S_(5+(-5))'5_0 56=3.ﬂ=3.ﬂ=_53

@ sprawds, czy dany cigg jest arytmetyczny | = ¢ 2 ﬁ 1-(-2) 3
lub geometryczny

¢

5 NAJCZESTSZE BLEDY 6 PROTIP ¥Y 7 WAZNE DO ZAPAMIETANIA!
X pomylenie r (réinica) z g (ilorazem) @ zawsze wypisz kilka pierwszych ARYTMETYCZNY GEOMETRYCZNY “Q
® 2ty weér na n-ty wyraz wyrazéw — zobaczysz schemat!
Y Wy y , Wy ] ® dodajemy r ® mnozymy przez q
(X btedne podstawienie n (zaczynamy od n =1!) © sprawdi, czig cigg rednie, maleje, ® réinica stata ® iloraz staty
jest st . .

(X btedy przy potegach (szczegélnie czg sy - e 3 ® wzér na a, ® wzér na a,

w clagach geometrycznych) © jedli masz watpliwodel - policz ap=a +(n-1)r a,=a,-q"!

pierwsze 2-3 wyrazy
& zapominanie o nawiasach 5

i znakach minus © wzory zapamigtaj, a reszte PAMIETAJ!
wyprowadazisz ze spokoju! @ Cwicz regularnie — teoria + praktyka = sukces! @

o Bl .\\\‘u//*
4 PAM'ETAJ' ‘% -@~ @ n zaczyna sic od 1 @ a; to pierwszy wyraz © r - réinica (dodawanie) @ g - iloraz (mnozenie)
AR —"1



~ k

> FUNKCJA LINIOWA < ¢

NAJWAZNIEJSZE POJECIA | WZORY (9_§ -\,1 v;'
Ei t N
3 % !

&3 Y. = e I (N o

Funkqa liniowa ma.postaé: { @ = uspbleayrinik Kisrunkowy |

f( x) = ax + b i (nachylenie prostej) , ﬁ

b- wyraz wolny

QdZie a,beR oraza#0 L (prze:xgcne z osig OY) W
i - 1. CO OZNACZAJA WSPOLCZYNNIKI? * S 2. JAK NARYSOWAC PROSTA? 7 "3, WAZNE INFORMACJE N
; WSPOLCZYNNIK KIERUNKOWY a [ Wystarczq 2 punkty! (" MIEJSCE ZEROWE ‘
| (NACHYLENIE PROSTEJ) ‘ e s Y .
|| A Znajac bia T " L ia OX
* okresla, czy prosta roinie, maleje, [ 1z k¢ (0,b) o punkt przeciecia z osig OX.
czy jest stata (gdy a = 0). icaznace purcct \0;5); Ay Otrzymujemy je z réwnania f(x) = 0.
S 3 2. Skorzystaj z nachylenia @ = —= .
| o im wicksze |al, tym prosta jest 5 Ax ax+b=0 |
bardziej stroma. ¢ idf w prawo o Ax
- T =S e | o idi w gore (lub w déf) o Ay s L ﬁ
| a znak a | wykres = znaczenie | | 3. Potqcz punkty prosta. = = |
y ‘ Ly 5
a>0  dodatni i prosta rodnie | | | | PRIYKEAD: f(x) = 2x + 1
| H | (" MoNoTONICZNOSC }
7 L =
a<0  uemny L prosta maleje } Ay =2 | . a>0 — funkeja rosnaca w R |
_Of; | _J' wigdre | » a<0 — funkcja malejaca w R :‘
vy | : Ax=1 e a=0 — funkga stata f(x) = b ‘
= prosta réwnolegla ) [
a=0 zero _0 > do osi OX w prawo | PRIYKEADY
| V4 OI o3 [
s S| f)=2x+1 | f(x)=-x+2 flx)=3
WYRAZ WOLNY b (PRZECIECIE Z 0SIA OY) B. Znajac dwa punkty P, (x,,,) i P (x2,y2) } (a>0) (a<0) (a=0) |
o to wartoéé funkeji dla x = 0. y } 1. Zaznacz oba punkty w ukladzie | y Y, y [
| o punkt przeciecia prostej z osig OY wspstrzednych. ‘ 2 Fige—= =]
‘ b 2. Polacz je prost
| to (0,b). ’ . Polacz je prostq. || 1
[ 0 : |3 5 "_ Przez dwa réine punkty 1 | Ol x 0 x 0 x|
} & @ prowadzi doktadnie jedna prosta! | ‘ | [
e E =V3 G- s ——a =2 =
SR 4 ZMIANA FUNKCJI - CO SIE ZMIENIA NA WYKRESIE? = —
[ MavAa (nachylenia) IMIANA b (praesuniccie w gérg /uw dt) | | @ nachylenie prostej przechodzacej przez punkty Py, P: a = Y2~ 4 ‘
1 ! b bez zmian a bez zmian | | 21— %q 1
| @ réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(xo, yo) |
| 1 | |
[ a==2 == a=2 b=2 bi=0 ber 2 || o nachyleniu a: Y —y, = a(x - x,) [

| R ; o i @ réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty [
x ! b [ Pilxnyn) i Po(xa,ya): y -y, = y. (x x,) 1

[

|

x x x x x 0 2,
| | | I I /V ‘ 1 @ punkt przecigcia z OX: x4 = — S _\ -
| bardeicj stroma  lagodnicjsza  roinie praesunigcie bez zmian  przesunigcie | | @ 5
| (maleje szybeiej) w gore w dét | | @ punkt przecigcia z OY: (0, b) Pl %
N £ /‘ T T =
NAJCZESTSZE BEEDY A PROTIL P . PAMIETAY! @
Mylenie a (nachylenie) z b (wyraz wolny). (I Zapamigtaj: @ méwi, jak prosta jest nachylona, Funkeja liniowa opisuje wiele sytuacji z fycia codziennego:
) Biadee blicmanis ot i b méwi, gdaie przecina of OY. Y xw’“’“ %% 3 e
. catkowity = - ilogé +
& Zty znak przy nachgleniu (prosta idzie w 2lq strong”). (J Zawsze sprawdi punkt (0, b) — to dobry start! T = ﬂjﬁdwm owy optal
& Rysowanie prostej tylko na podstawie jednego punktu. (/) Dwa punkty = prosta gotowa! [/ @ Warto) to, zranueies, nie tylko ictac! @ :.
e

Powtarzaj

i “trwalnj

a osiagniesz |




’ Mate kroki

dzié - wielkie

wy niki jutro‘-

@  POSTAC 0GOLNA
{ flx) = ax2+bx+a

DO CZEGO StUZY?

o zapis funkcji kwadratowej
o obliczanie delty (A)
* znajdowanie miejsc zerowych

® wyznaczanie wspétrzednych wierzchotka

CO OZNACZAJA WSPOLCZYNNIKI?
e kierunek ramion paraboli

a >0 — ramiona w gére

a <0 — ramiona w dét

y y
a>0 a<0

la|; szerokos¢ paraboli

|a] wigksze Y ¥ lal mniejsze
— parabola = parabola
wezsza szersza
x x
x x

e przeciecie z osig OY
punkt (0, c)

DELTA (A)
A= b® - 4ac

A >0 — 2 miejsca zerowe
A =0 — 1 miejsce zerowe

A <0 — brak miejsc zerowych

JAK WYGLADA WYKRES?

e Parabola ma ksztatt ,U" lub ,N". Yy

Ma jedng 0§ symetrii.
Moze przecinaé 0§ OX w 0,
1 lub 2 punktach.

o Ksztatt i potozenie zalezq od a, b, ¢

(lub p, q).

» NAJCZESTSZE BLEDY

& Mylenie znakéw w postaci kanonicznej (x = p)? # x* - p?

(% Zty znak przy miejscach zerowych w postaci iloczynowej
(& Pomijanie wspétczynnika a (odwraca wykres!)

(%) Bledne obliczanie delty A = b* — 4ac

(%) Brak uwagi na to, co dana postaé .pokazuje od razu”

Jesli znasz miejsca zerowe X, Xj,

to wspotrzedna p (srodek migdzy nimi) to:

> FUNKCJA KWADRATOWA ¢ (=

N
1
|
)

/

Funkqa kwadratowa ma postaé ogélng:

f(x)—ax +bx+c

£ = &L= =7

s{ PRZYPOMNIENIE @ J¢

| 1a,bc

@ POSTAC 1LOCZYNOWA

(£ = =2t - 20
DO CZEGO StUZY?

* odczyt miejsc zerowych

CO WIDAC 0D RAZU?
® miejsca zerowe: X; i X,
® przecigcia z osig OX:

(x, » O) oraz (xz, 0)

A>0

(2 miejsca zerowe)

+, SZYBKI SPOSOB NA WSPOtRZEDNA p WIERZCHOtKA

p=

j a#O

narysuj sukces! *,

= liczby rzeczywiste

@ POSTAC KANONICZNA
[ f@=atc-pP+q |

DO CZEGO StUZY?

* odczyt wierzchotka

* rysowanie wykresu

* badanie wtasnosici funkeji

€O WIDAC 0D RAZU?
o wierzchotek: W(p, q)
® 0§ symetri. x =p
o wartoéé najmniejsza (a > 0)
lub najwigksza (@ <0) = g

a>0 ‘ 4 a>0) ¥
xN X2 %
x
a< O; y la<o0] ¥ |
b chads i L wi g
xf\xZ (p.9)
F R |
S ¢ ZWIAZKI MIEDZY E
WSPOLCZYNNIKAMI: 0 P x
X +x, = —g
X X, = <
A=0 A<0 INKKa
(1 miejsce zerowe) (brak miejsc zerowych) o\ @10 Siramionatiaore U
y y ® a<0 — ramiona w dét /‘\
PRZECIECIE Z OSIA OY :
0 , %o = 0 % £(0) =c — punkt (0, ¢ y
o %

JAK WYBRAC POSTAC?
(V] Cheesz znalesé miejsca zerowe — postaé iloczynowa
] Chcesz znaleié wierzchotek — postaé kanoniczna

[ Masz dane wspétczynniki a, b, ¢ = postaé ogélna

PRO TIP! @

Zawsze sprowad: problem do
tego, co dana posta¢ pokazuje

od razu - oszczedzisz czas

[ Cheesz nary ¢ wykres — k i (najszybciej) i unikni
PRZYKLAD:
=2, x,=6
X +x P t0 S
2 2

Wierzchotek ma x

btedow!

(Cwicz regularnie ~

efekty przyjdal 7
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ROBIMY WZOR FUNKCJI
KWADRATOWEJ | ZALOZENIA

@

« zapisujemy funkcje, ktérq mamy

zoptymalizowaé (np, zysk, pole itp.)

* zapisujemy zatozenia (ograniczenin)

(B & G
{ ‘
| @ LICZYMY p (X-WIERZCHOLKOWY) |
i « korzystamy ze wzoru p = ——2% i ’
i « otrzymujemy z, dla ktérego funkcja

| osigga ekstremum (max lub min) p 1
| R e ___¢7v s> o S B )
e ——— =

! @ SPRAWDZAMY CO JESZCZE OD NAS CHCA \

’ « sprawdzamy zatozenia (czy p nalezy
do dozwolonego przedziatu)

* liczymy wartoéé funkeji dla p

|

1

(y-wierzchotkowy) = najwigkszy/najmniejszy ‘
| zysk, pole, koszt itp. ‘
/

O KONCZYMY

* zapisujemy odpowiedz petnym zdaniem

wraz z jednostkg.

o < PAMIETAJ! ©

V' Zawsze zapisz zatozenia!

e

V' p to liczba sprzedanych/wytworzonych sztuk,
dla ktérej funkcja ma ekstremum.
V' Sprawdz, czy p spetnia warunki z zedaania.

/' Odpowiedz zapisz petnym zdaniem i jednostkg.

~— \_,’

7

Zaktad stolarski produkuje krzesta, ktére sprzedaje

| po 196 ztotych za sztuke. Whasciciel, na podstawie

i analizy rzeczywistych wptywéw i wydatkéw, stwierdzit, ze: i
| o przychéd P (w ztotych) ze sprzedazy = krzeset mozna ;
! opisaé funkcjq P(z) = 196z ]
| * koszt K (w ztotych) produkeji - krzeset dziennie mozna /
! opisaé funkcjq K(z) = 4a® + 4z + 240 :
i Dziennie w zaktadzie mozna wyprodukowaé co najwyzej 1
| 30 krzeset. |
: Oblicz, ile krzeset powinien dziennie sprzedawaé zaktad, |
; aby zysk ze sprzedazy krzeset wyprodukowanych przez !
! ten zaktad w ciqgu jednego dnia byt mozliwie najwigkszy. |
Oblicz ten najwiekszy zysk. :

| Wskazéwka: przyjmij, ze zysk jest réznicq przychodu i kosztow. ;

A e e e e D e e

===~ ROZWIAZANIE @< —-—-—

! @ Robimy wzér funkeji i zatozenia.

|
I
|
|

Zysk to réznica przychodu i kosztéw:

|

!

Z(z) = P(z) — K(z) = 196z — (4a” + 4z + 240) |

Z(z) = —4a® 4 192z — 240 !
Zatozenie: 0 <z < 30 |

1 @ Liczymy p (x-wierzchotkowy). ;
i b 192 192 i
| FE. A = — =24 i
P52 ) @ \

i @ Sprawdzamy co jeszcze od nas chcq. g
Sprawdzamy zatozenie: 24 € [0; 30] v/ !
f Liczymy wartoé¢ funkeji dla p = 24.

‘ Z(24) = —4-24% + 192 - 24 — 240
: Z(24) = —4 - 576 + 4608 — 240 o 4
Z(24) = — 2304 + 4608 — 240 = 2064

@ Korczymy. w i

e

Aby zysk byt mozliwie najwiekszy, zaktad powinien ,f

0
) dziennie sprzedavaé¢ 24 krzesta.

Najwiekszy zysk wynosi 2064 zt.



| TABLICZKA swvsrvm s

srednm. arytmetyczna to suma
thich todlbial
y v wartosci p

ich liczbe.

przez

X+ X + Xyt t X,
! b e 2t R

n

| X - érednia arytmetyczna
X; — kolejne wartoéci danych I
n - liczba wszystkich danych i
PRZYKLAD: ‘

| Dane: 2,4,7,3,6 i
Suma: 2 +4+F+3+6 =22

| Liczba danych: n = 5 !

3 z=2=44
Srednia arytmetyczna wynosi 4,4.
i 4. ROZSTEP (ZASIE®) ©@  /
Rozstep to réznica migdzy najwigkszq a najmniejszq wartoscig
w zestawie danych.
' R = Xmax ~ Xmin |
PRZYKtAD:

Dane: 3,7,2,9,5

Xmax = 9 (najwigksza wartos)
Zmin = 2 (najmniejsza wartosc)
R=04257
Rozstep wynosi 7.

6. WAINE WSKAZOWKI ¥¢

[ Zawsze uporzqdkuj dane od najmnigjszej I
do najwigkszej przed wyznaczaniem mediany. | |

[ Sprawds, czy policzytes wszystkie dane.

™ Zwroc uwage na jednostki (np. cm, 21, kg).

%] Wynik zawsze ma sens - zastandw sig,

czy jest mozliwy. \ i

(g9 PAMIETA) ‘> ¢
: Statystyka pomaga porzqdkowaé dane

| i wyciggaé wnioski.
i Cuicz regularmie - to siz prydal .

N

R

5

———p) \

2 MEDIANA (WARTOSC SRODKOWA) W

Mediana to wartosé srodkowa w uporzadkowanym | !

rosngco zestawie danych.

Gdy liczba danych jest NIEPARZYSTA: I

Mediana to $rodkowa wartoéé.

Gdy liczba danych jest PARZYSTA: Uit

Mediana to srednia arytmetyczna dwich
$rodkowych wartosci.

PRZYKtADY:
1) Dane (nieparzysta liczba danych):

2,3,57,9 - mediana = (5) i

2) Dane (parzysta liczba danych):

1,3,@,@—) mediana = 3;4 =735

[ 25

TABELA czgsmﬁu i
Porzgqdkujemy dane w tabeli — podajemy

wartoéc i liczbe jej wystapiert.

PRZYKLAD:
Wyniki testu ucznidw:
4531554, 2.5, 304 5,2 %

Wk (x) | 2 | 3| 4 | 5
S . |
wmpmm)} i ke b oo

z klaséwki: 6, 3,5, 4, 3,6,5,2, 4
© Uporzgdkyj dane: 2, 3, 3,4,4,5,5, 6, 6
@ Srednia arytmetyczna:
= _ 6+3+5+4+3+6+5+2+4 38
Lo o e 4,22
@ Mediana: srodkowa wartoéé (5-ta z 9) — 4
© Moda: 3, 4, 5, 6 (kazda wystepuje 2 razy)
— mamy wigcej niz jedng modg.

\\
Dane: liczba zdobytych punktow przez uczniéw e
i

,@Rozstgp 6-2=4

Liczba wystapieri
w

rz L4 S‘ebte/ 1

s 'c"’“

dzié - w‘gudﬁ asz "%I
iki r° R \:

wynt ot )‘( Najuf_ziszze pq,qcux. i wzory (9 , ( ;( % \(4\:

3 3. MODA (DOMINANTA) ©

Moda to wartoéé, ktéra wystepuje
najczesciej w zestawie danych.
PRZYKLADY:

1) Dane: 2, 4,4, 6,7, 4,3
Moda = 4 (bo liczba 4 wystepuje 3 razy)

2) Dane: 1, 2,3,4,5
Moda: brak (kazda wartosé wystepuje 1 raz)

i i 3)Dane: 2,2, 3,3, 44,4

Moda. = 4 (wystepuje najczeiciej)

'/ Uwaga!

-~ 5. JAK PRZEDSTAWIAC U

DIAGRAM StUPKOWY

Stuzy do przedstawiania danych

w sposéb graficzny.

PRZYKAD (na podstawie tabeli obok):

! | Zestaw danych moze mie¢ wigcej niz jedng mode

e Czy znam definicje: $rednia, mediana, moda?

O Czy dane sq uporzqdkowane?

! O Czy policzytem wszystkie wartosci?

O Czy wynik ma sens?

O Czy podatem jednostki?

Wynik

y
‘s

/
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UKEADU WSPOtRZEDNYCH 7 e

b ﬁ \uktad wspoirzqdn,ych. pomaga opLsgwac i odmydywac punkty w plam,’ (9

- 1..C0 T0 JEST UKEAD WSPGLRZEDNYCH? <N

Uktad wspétrzednych to dwie prostopadte osie:

2. ODCZYTYWANIE PUNKTOW + <

Punkt P = (x, y) znajduje si¢ w miejscu przecigcia
pozioma. OX i pionowa. OY, ktére przecinaja sie
w punkcie O = (0, 0).

I prostej réwnolegtej do OY poprowadzonej przez x
i (oraz oraz prostej réwnolegtej do OX poprowadzonej przez y.

: i
! i
: i
| |
i T |
i Y4 OX - o odagtych (pozwma.) i IA . H(slq) et
‘i OY - 0f rzednych Pwmwa) i 70 S S . P(x, y) j PRZYKLADY: e

i 1 ! | 1
i ! Punkt opisujemy parq liczb | | : oi=a) ! i A (3,4) s
| > | (x,y), gdzie: 1 J : R e
‘ 00,0 X L : P
i | x - odczytujemy na osi OX | | | 0 ps ; € (0,-2) IS
i .5 odczytrq’env.y na. osi OY . : ‘ D(‘h"l} C(O| % 9\) =Dl —2) | i

vy & 40 ODLEGl:OSC C MIEDZY PUNKTAMI Q? B .

= CWIARTKA - TCWIARTKA 3
[ x <0 y>0 | i x>0,y>0
| r !

Wzér na odlegtosé migdzy punktami |
A (xx, y.) iB (x5, y2):

AB \/(xz x,) +(92 91)2

| Gy (3,2) | | Gragat @3) | !

b Lol L L F L pravkeap: §

I CWIARTKA CNCOWARTKA | | A2 B &6 :

(B < 0 1UF < O S| Fx>0,y<0 | ! AB=y(4-1)7+(6-2? ;
| (przyktad: (-2,-1)) | \ (przyktad: (4,-2)) ; i = (4=1)" (6 ~2)¢

|
|
|
|
I
1
I
1
|
1
! 0| (0,0 X
i
1
|
1
|
|
1

-V = 36 /25 - 5

y PAMIETAJ' *:

o symetria wzgledem osi OX (odbicie w osi OX):
(x, y) = (x, -y) Yy

o Okreslanie potozenia punktéw na mapie,

i Z isuj punkt iasi
w gm.ch, w zadaniach geometrycznych. | M Gt it

i

i i

i "P(x, y) [ H ! w postaci (x, y)A

! ] i

3 1 : [ Najpierw poruszamy sig w poziomie

i & Bl yVie S (0f OX), potem w pionie (of OY).

‘: o symetria wzgledem osi OY (odbicie w osi OY): i Doicins s

L () > (=x, y) y i ' 05 OX - iczby o prawgise tnie,
1 P'(-x,y) oP(x,y) 1y i w lewo ujemne.

H i $ L) !

i 1‘ ! L& osoy - liczby w gre sq dodatnie,

i Hi] ! 7

| symetria wagledem poczatku uktadu O (obrét o 180°): S . e i w dét yjemne. & Nl (b
i b Y i Ay P g ¢ 5 <

3 (x,y) = (-x,-y) /[ Ploy) | 3 rysowanie figur. { \

{ ' 3 cGH e 7]

| | " NAJCZESTSZY BEAD! *

i ! 1

‘1 A1) | | Pomylenie kolejnosci wspétrzednych!

;, ! ? B(s,1) i | Pamigtaj: (x, y) - najpierw x, potem y. X -

| KAT ZAKRES sina | cosa  tga
ostry 0° < a < 90° + + +

. rozwarty 90° < a < 180° # - =




WEASNOSCI TROJKATOW e

/ *{ v Dwa speqalne troﬂcqty prostokqtn.e, ktére warto znad! @ =t
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PRZYKEAD 1

| Krétsza prayprostokgtna ma. 5 cm.
| Oblicz pozostate boki.

Odpowieds:
5V3 em i 10 cm

QG 4 I RozeomaG?

o Jesli w tréjkqcie prostokqtrym
Jjeden kgt ma 30°, drugi 60° —
to tréjkqt 30° - 60° - 90°.

Przeciwprostokgtna ma 16 cm.

. |- TROJKAT 30°-60°- 90° v SEcuumRERE 2 TROJKAT 45° - 45°-90° v e
To potowa tréjkata réwnobocznego. i ; To potowa kwadratu (przekgtna kwadratu).
\ STOSUNEK BOKOW | | [ STOSUNEK BOKOW |
60 2 a (krétsza przyprostokgtna = a) | 3 ! : (przyprostokgtna = a) i
a as a3 H e o o |
P | B Al |
30° kritsza dluzw: prosciuprostokatna | | | e | | |
av3 il QS5 R TGRS s/
' WZORY X WZORY e :
o krétsza przyprostokgtna = a b E e przyprostokgtna = a ’
o diuzsza przyprostokqtna = aV3 i E  przeciwprostokgtna = aV2
o przeciwprostokgtna = 2a ARl A ST ST J

PREYKEAD 2 _ P_RZYKth 3

ST TR

Przeciwprostokgtna ma 10 cm.

Przyprostokgtna ma 7 cm.

Oblicz przyprostokgtne. Oblicz przeciwprostokgtng. Oblicz przyprostokgtne.
Obliczenia: | Obliczenia:
R
60 16 * kritsza = 8 em 10 e przyprostokgtna
+ dhuisza = 83 em 5V2 =10:V2
i =5V2cm
© iy i
b 30 L Gl |
8V3 Odpowieds: 52 | Odpovieds:
8cmi83cm | 5V2emi5V2em | |

5. CO WARTO ZAPAMIETAC? © 6. ZASTOSOWANIE v

Obli ; L dlegtos

V' Zawsze jest to tréjkgt prostokgtny. . ysokosci i, dbugosci odcinks

V' Znajomoié tych tréjkatéw ulatwia szybkie obliczenia. o Zadanio. z Pitagorasem.

/ Stosunek boksw jest staly - wystarczy znaé. jeden bok. o Geometria w praktyce (np. nachylenie dachu,

V/ Przydatne w zadaniach z geometri schody, tréjkaty w naturze).

i w tréjkgtach prostokgtnych.
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1.0 TO JEST SKALA PODOBIENSTWA? ©

To stosunek odp

> TABLICZKA < -
SKALA PODOBIENSTWA

2 > Skala. podobtenstwa pokaque, Lle razy jedna figura r‘ 8 o
Lg Jes {

) dé
yacy h sobie J

w dwéch podobnych figurach.

ZAPIS SKALI PODOBIENSTWA:
Haq=abyaiby =

k=t

gdzie:

k - skala podobieristwa

k > 1 — powigkszenie

0 < k <1~ pomniejszenie

k =1 - figura nie zmienia rozmiaru

DEUGOSCI

ke dtugos¢ w figurze 2
dtugosé w figurze 1

dy
k

gdzie d - odpowiadajgce sobie boki

PRZYKEAD 1 - DLUGOSCI

Dwa. podobne prostokgty majq skalg k = 3.
Dtuzszy bok rruliejszego prostokata ma 5 cm.
mu bok wigk ?

dy=k-d, lub d,=

i
Ile cm ma odp

dajgcy

@S

mniejszy wigkszy

k=3 = d,=k-d;=3-5ecm=15¢cm

Odpowiedz: 15 cm | (O

7 6. WAZNE WSKAZOWKI ¥
@ Spmwdz ktdre boki (lub krawedzie)
sq odpowiadajgce sobie.
@ Policz skalg k z dtugosci
(zawsze od mniejszej do wigkszej).
@ Pamigtaj: pole = k2, objetosé — k*.

@ Zawsze zapisz jednostke
w odpowiedzi!

ek>1 > figura jest powigkszona

* 0 < k< 1> figura jest pomniejszona

ek=1 = figura jest taka sama

PRZYKLAD:

Jeéli k = 3, to wszystkie dtugosci

w drugiej figurze sq 3 razy wigksze.
Jesli k = % to wszystkie dtugosci
w drugiej figurze sq 2 razy mniejsze.

S 4 WZORY - JAK LICZYC?

POLA FIGUR PLASKICH

Pola zmieniajg si¢ w k? razy.

P

P, = k%P, =

wb P =
gdzie P - pole figury

pole 4 razy wigksze

=~ x
n

Nl N

= pole 4 razy mnigjsze
5. PRZYKELADY ZASTOSOWANIA 7

PRZYKAD 2 - POLE

Dwa podobne tréjkqty majq skale k = %
Pole wigkszego tréjkata wynosi 64 cm?.
Jakie jest pole mniejszego tréjkqta?

A

1\2 1
P=k?-Py=(3) -64= 7 64=16cm?

k=

Odpowiedz: 16 cm? ©

7. SZYBKA SCIAGA ©

CO ZMIENIAMY? JAK? PRZYKEAD DLA k = 2
DEUGOSCI <k 5cm = 10 cm
POLE - k? 5cm? > 20 cm?
0BJETOSC k3 5 cm® > 40 cm®

© 2. JAK DZIAEA SKALA? ©

©
3

i\
i
‘
\

._)(

t powtgkszona lub pamme_,szona. w stosunku. do drugiej. @ I

SR

W
' terzwsleb y

D‘z‘Z fadgl

-(b,'

M

w

N
1l
i
N

7

.

© 3..CO SIE ZMIENIA A CO NIE? © /-

(¥) IMIENIA SIE:

dtugosci bokéw, obwéd, pole, objetosé

(¥) NIE ZMIENIA SIE:
ksztalt figur, miary kqtéw

e

@

PAMIETAJ!

a ich boki sq proporcjonalne.

OBJETOSCI FIGUR PRZESTRZENNYCH

Objetosci zmieniajg si¢ w k* razy.

Va

V, =k V, =

b V, =
gdzie V - objetosé figury

k=2
k=

= objetos¢ 8 razy wigksza
% = objetoé¢ 8 razy mniejsza

PREZYKEAD 3 - OBJETOSC
Szeécian i jego model majg skale k = 2.
Objgtosé modelu (mniejszego) wynosi 27 cm®.
Jaka jest objetos¢ duzego szescianu?

V, = 2%.27 = 8- 27 = 216 cm®

Odpowiedz: 216 cm® | 9

S 8. CHECKLISTA -
O Czy figury sq podobne?
O Czy ustalitem skalg k?
O Czy odpowiednie boki sq dobrane?
O Czy uzytem wtasciwego wzoru?

O Czy wynik ma jednostke?

Figury podobne majq takie same kaqty,

gt
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w2 WL LR
SPOSOB PROPORCJI _, ~*

C> | Proporgatoporomwue dwdch wielkosci. @ l (7 &
L L _ W . i 4?,__\

=

1,00 TO JEST PROPORCUA? © 2. ZASADA - MNOZENIE NA KRZYZ @ "~ 3. KIEDY UZYWAC PROPORCJI? @

Proporcja. to réwnosé dwdch stosunksw. W proporgji iloczyn skrajnych wyrazéw | = Proporcje stosujemy m.in. w zad. h z
; | jest réwny iloczynowi Srodkowych wyrazéw. | O pr y
aIb =Gk, | (a:b=c:x = a-x=b-c b aon
L R = e T -/ Q) zamianami jednostek
i Q) zadaniami ,ile z czego” -
czyli: e i
B 7—77 1 >< o . '
3 ig do b tak j do 2" ‘ Eonl =4 .
ceasieieer || BEER . g e
N /Y- PAMIETAJ!
g > Figury podobne majs, takie same katy,
a ich boki sq proporcjonalne.

. PRYKEAD 1: PROCENT Z LICZBY @~ PREYKEAD 2: ZNAIDZ LICZBE @ ~ ~~  PREYKEAD 3: PROCENT ©
45 z 150 to ile procent?

Ile to 20% z 150? 30% liczby to 45. Ile to liczba?
100% - 150 4TI (30% - 45 | - ATCICE-- | 150 > 100% " PROPOR
20% —> x 100:150 = 20: x - 100% —> x '3 130:45=100:x 458 =y "% 150:100 = 45 : x
m LICZYMY
150 -20 _ 3000 45-100 _ 4500 45-100 4500
e b T e e L s A
ODPOWIEDZ: 30 @ ' ODPOWIEDZ: 150 @ | ODPOWIEDZ: 30% @
NA CO ZWRACAC UWAGE? * ; NAJCZESTSZY BtAD! g PAMIETAJ! @
@ Zawsze ustawiaj proporcje l‘.ak, : BI85 i propordja.
aby odpowiadajgce sobie wielkosci
byly po preekatngj. Zawsze doktadnie sprawdz,
@ Procenty ustawiaj naprzeciwko procentéw, co do czego ma sig odnosic!
liczby naprzeciwko liczb. s L i
@ Sprawdz wynik i jednostki! : @: ®

) R Tt SRy &) 3 ﬁ,',, :
L2 SfNAHEA 3 SiEs AN bR . WYTRWAJ
20 ) s il kt;z‘;:e h,cz fakty systematycznosé

swoja nauke whioski swojg wiedze

i zagadnienia to klucz
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‘PROCENTOW

L

Neoay

7

&

_,/ St

0 ZL Najwazniejsze wzory, ktére warto znag! @_P:f—(

Dt

Aby obliczyé p% liczby a,
mnozymy te l.wzbg przez

9 A
p% (cayli 75 100 )

PRZYKLAD: ¥
20% z 150 = 150 -

75% z 80 = 80 -

765'

100

3 PROCENT PROCENTU V
Aby obliczyé p% z q% liczby a,
mnozymy a przez p% i przez q%.

e oW P,, ,,q A

74 (1} 2 ah e 0=

100 100 |

! ‘ p% zq%

PRZYKEAD: ¥
20% z 50% z 200 =

100 100

i

z 6 0 lLE PROCENT WIECEJ 7 MNI

1. PROCENT Z LICZBY @

| PRZYKEAD: ¥
i Cena 120 zt wzrasta o 15%:

2. LICZBA NA PODSTAWIE PROCENTU W

T
-y
e

>

Jesli p% d.a.nq hczbg to a,
to cala liczba wynosi:

a- 100

PRZYKLAD: T¢
30% l&:zbyto45 = 45=30%-x

_ 45:100 _
= E 150

30
= 60

/. 5. IMNIEJSZANIE 0 PROCENT @
Aby zmnigjszyé liczbe a o p%,

4 ZWlEKSZANIE 0 PROCENT V
Aby zwiekszyé liczbe a o p%,

nuwzgmy Jq. przez (100% + p%)

mnozymy jo przez (100% - p%}.

at (di=ncs)
PRZYKLAD: ¥

Cena 200 zt obnizona o 10%:

200 - (1- 75~ = 180 =t

B

Qnowe =

120 - (1 + o) = 138 2t

£J? ©

T W
G
D \

7. NAJCZESCIEJ UZYWANE PROCENTY @ v

i i i
! ? ? | f i I
I 0 ILE PROCENT WIECEJ. 0 ILE PROCENT MNIEJ? | 1% = % =001 | 509 = 756% =05 |
! Réznice dzielimy przez Réznice dzielimy przez {5 - - < 1‘
i warto$é poczqtkowq wartos¢ poczgtkowq ) | - O LD A i
| i mnozymy przez 100%. i mnozymy przez 100%. Lt [ =00 = W09 1= 10 3 %P !
: Anovslis Zeareiiy o non Einpwelis Growsig ) o7 :‘ : 1 10% = % =01 80% = -1% =08 ;
Qstare ) Qstare ] - ! i

y 3 i 20 90 i

PRZYKEAD: Y PRIYKEAD: T 11| 20% = 755 = 0,2 90% = 750 = 0.9 i

Cena warosta 2 80 2t do 1002t | Cena spadia z 120 2t do 90 2. | | PG ) i
%&-100% = 25% ’L""oﬂ.mo% - 25% i 25% = 150 = 0.25 | 109/" =0 = i
8 8. PROCENTY W PRAKTYCE @ -~ PAMIETAJ' LT e
L e & | PooWYKA B | POROWNANE P et e &
i Cena 250 zt | Pensja 3000 zt ! Liczba A = 60 ! !
| Rabat20% |  Podwytka 8% |  Licsba B =75 | @ Zuwréc uwage na jednostki (21, %, kg itd.). |
! | ! P 2 : 1 | i
E 250 - (1 = %) 5 3000 - (1 + %) ! (;:2 /GOB Jast idksos o AT I @ Sprawdz, czego szukasz: wigcej, mniej czy ile %. !
I =200 0 =340 | 00K 25 % @ Zopisz deialanis i jednosthe w odpowiedzil 7
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ﬁ S{—__ Szyb/d sposéb na sprawdzeni,e w? 74 * LA 527

_czy L liczba jest podzielna przez...

PRZEZ 2 @ ©
Liczba. jest podzielna. przez 2,
Jesli jo ostatnia cyfra

Jjest parzysta. (0, 2, 4, 6, 8).

V124 v 2468 v

S WEH©

C

Liczba. jest podzielna. przez 6,
Jjesli jest podzielna
Jjednoczesnie przez 2 i przez 3.

132 v (parzysta i 1+3+2=6)

134 X (parzysta, ale 1+3+4=8)

——
-9
& PRZEZ 12 ® S
Liczba. jest podzielna przez 12,
Jjesli jest podzielna.
Jjednoczesnie przez 3 i przez 4.

135 x 9871 x

3o

Liczba jest podzielna przez 35
Jesli suma jej cyfr jest

podzielna. przez 3.
123 v (1+2+3=6)
124 X (1+2+4=7)

- w8

Liczba jest podzielna przez 8,
Jjesli jej trzy ostatnie cyfry
tworzq, liczbe podzielng przez 8.
1576 v (5%6:8=12)

1570 X (570:8=71r.2)

= > (
AU
Liczba. jest podzielna przez 14,
Jjesli jest podzielna.
Jjednoczeénie przez 2 i przez 7.

L CE

Liczba jest podzielna przez 4,
Jedls ] die ostatnie cyfry
tworzq, liczbe podzielng przez 4.

532 v (32:4=9)

538 X (38:4=9r.2)

ST 4
J
acdfr ks
Liczba jest podzielna. przez 9,
Jjesli suma. jej cyfr jest
podzielna. przez 9.

126 v (1+2+6=9)

12F X (1+2+7=10)

ol

Liczba. jest podzielna. przez 15,
Jjesli jest podzielna.
Jednoczeénie przez 3 i przez 5.

PRZEZ § ¥ ©
Liczba jest podzielna przez 5,
Jjesli jej ostatnia cyfra
to 0 lub 5.

245v 120 v

123 x 8 x

G s |
comzez0 @ -
Liczba. jest podzielna. przez 10,
Jjesli jej ostatnia. cyfra
to 0.

230 v
231 x

1050 v
1051 x

nNJ

T =
Lt 16-
Liczba jest podzielna. przez 16,

Jjesli jej cztery ostatnie cyfry
tworzq, liczbg podzielng przez 16.

(3i4)
(3i4)
(3, ale nie 4)

1150 v
135 v
152 x

(3i5)
(3i5)
(5, ale nie 3)

144 v
150 v
142 x

98 V' (parzysta i 98:7 = 14)
196 v (parzysta i 196 : 7 = 28)
100 X (parzysta, ale 100 : 7 )

64256 v
12340 x

(4256 : 16 = 266)

(2340 : 16 #)

- PRZYKLAD ZADANIA - -

Zadanie 5. (2 pkt) Rozwigzanie

Krok 2. Zakoriczenie dowodzenia.
Krok 1. Rozpisanie podanej liczby.

Liczbe nieparzysta zapisujemy jako 2k + 1
(gdzie k jest liczba catkowita).
Podstawiajac do wyrazenia 3n® + 2n + 7,

Wartosé wyrazenia 3k? + dk + 3 jest

Wykaz, ze dla kazdej nieparzystej Tara i
odatnia, a tym samym wytaczona

liczby naturalnej n liczba 3n® + 2n+ 7
Jjest podzielna przez 4.

czwérka przed nawias oznacza,
ze liczba jest jak najbardziej
podzielna przez 4, co nalezato
udowodnié.

otrzymujemy:
3-(2k+1)2+2-(2k+1)+7=

=3 (4 +4k+1)+4k+2+7=
=12k +12k+3 +4k+2+ 7=
=12k + 16k + 12 =4 - (3k? + 4k + 3)
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e ETEA A WA " FIGURY PLASKIE (2D) - S — -~

ESETES ————— e e

 KWADRAT © - PROSTOKAT @+ TROJKAT @ ROWNOLEGIOBOK ¥y - ROMB @~ TRAPEZ © -~ KOO vr

WAD§Le

a a

Obwéd: O = 4a Obwéd: O=2(a+b) Obwid: O=a+p+c Obwid: O=2(a+b) Obwéd: O=4a  Obwid: O=a+b+c+d M(m};O:Zm-'

Pole: P=a-h Pole: P= d-d, Pole: P= a+b)h Pole: P =nr?

Pole: P=a? Pole: P=a-b Pole: P=2 -
2 2

a - diugos¢ boku | @ - dlugoit, b - szerokoié | | | a ~ podstawa, h - wysokosé | a - podstawa, h - wysokosé | | d,, d, - przekgtne | | a, b - podstawy, r — promiert,
> P > L 'l h-wysokos¢ | 7 = 3,14

S FIGURY PRZESTRZENNE (3D) . :
P e TEp e o — —  EEE—T —_— i
© SZESCIAN V‘ “* PROSTOPADEOSCIAN ¢ 7 GRANIASTOSLUP | - ¢ GRANIASTOSEUP © : ~  OSTROStUP | PRZYDATNE INFORMACIE ©
e - - PRAWIDEOWY ’  PRAWIDEOWY PRAWIDEOWY e
i ) ZWOROKATNY,
_ (TROJKATNY) | (cZWOROKATNY) (CZWOROKATNY) | & Oednailis pila:
i ! mm?, cm?, dm?, m*, km?*
c i
= = h Pole podstawy: ‘ 1em? =100 mm* 1 m? =100 dm*
2 b P=a® | 1km’ = 1000 000 m?
a
Pole powierzchni: Pole powierzchni: a || Q) Jednostki objetosci:
P - 6a? P=2(ab+ac+bc) Pl podstawy: Pole podstauy; Pole, podstasvy: mm’, com?, dm’, m®
2 L -3 |
P,,=‘14—‘/3 F=a Fp=a Tem?=1ml Tdm’=1l 1m®=10001
Objetosé: Objetosé: Pole powierzchni Pole po'wi.erzchm' Pole po.wi‘zrch\m'
VT Viciatbie catkowitej: catkowitej: catkowitej:
P, = 2P, + obusd ey -h Pc =2a% + Lah Pc = PP +2a-l I ¥ Pamigtaj o jednostkach
Objegtosc: Objetosc: Objgtosé: ‘ w odpowiedzi!
V=P, -k A KT V1P -k Wynik bez jednosthi |
- BEe 1 8 = Jest niepetny. 2 u
a - dlugosé krawedzi a - dlugosé, b - szerokoic, a - bok podstawy, | @ - bok podstawy, a - bok podstawy, C C
2 < - wysokosé I h-wysokos¢ | h - wysokosé || - apotema, Bt

h - wysokos¢

L PAMETAIL ® 5~

; )
| & Zawsze czytaj uwainie tres zadania. |
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